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KLASY ROZSZERZEN PRZEMIENNYCH GRUP ALGEBRAICZNYCH
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Niech C bedzie kategoria przemiennych grup algebraicznych. Jesli A, B € C, to
grupa Ext(A, B) rozszerzen grupy A przez B jest definiowana albo poprzez bezposred-
nig konstrukcje (patrz [1]) lub poprzez wziecie funktora pierwszej pochodnej z funktora
Hom(A, B) (patrz [3, chap. XIV]).

W czasie wyktadu, powtorzymy za J.-P. Serre’em [4], konstrukcje Baera [1| grupy
Ext(A, B) dla gladkich, przemiennych grup algebraicznych.

Celem wykladu jest podanie charakteryzacji n-torsyjnych elementéw w grupie roz-
szerzen gladkich, przemiennych grup algebraicznych (patrz [2, 7. Appendix]), doktadniej
udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie: Niech n € N oraz niech A, B beda gtadkimi, przemiennymi, n-podziel-
nymi grupami algebraicznymi nad cialem F'. Zalézmy, ze n-torsyjna podgrupa

Bin|:={be B: [n]b=0}

grupy B jest skoriczona. Niech C' € Ext(A, B) bedzie nastepujacym rozszerzeniem grupy
A przez B:

0> BX%CI A0

Wowcezas nastepujace warunki sg rownowazne:

1. Istnieje izogenia v : C' — B x A taka, ze

(e) = (B(c),mo(c)) oraz  kertp =ig(Bln]),
dla pewnego homomorfizmu g : C' — B.

2. Istnieje homomorfizm sy : A — C taki, ze

o O Sy — [n]

3. C jest elementem rzedu n w Ext(A, B).

[1] R. Baer, Erweiterungen von Gruppen und ihren Isomorphismen, Math. Zeit. 38 (1934), 375-
416.

[2] D. Blinkiewicz, Local to global principle for semiabelian varieties isogenous to the product of
an abelian variety and a torus, Acta Arith. 200 (2021), 221-258.

[3] H. Cartan, S. Eilenberg, Homological Algebra, Princeton Math. Ser. 19, 1956.

[4] J.-P. Serre, Algebraic Groups and Class Fields, Grad. Texts in Math. 117, Springer-Verlag
New York Inc., 1988.
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Niech A, bedzie przestrzenia moduli powierzchni abelowych z polaryzacja typu (1, d),
a podzbiér powierzchni nieprostych oznaczmy przez

Eq(m,n) ={A € A;, A zawiera komplementarne krzywe eliptyczne o wyréznikach m,n}.

Na podstawie |1], pokazemy, ze niepustosé¢ oraz liczba skladowych nierozktadalnych
Ea(m,n) zalezy od liczby orbit pewnego dzialania grup symplektycznych na przestrzeni
symplektycznej wymiaru 4 nad Z,;. Jako zastosowanie pokazemy, ze istnieje krzywa
genusu 3 nakrywajaca trzy krzywe eliptyczne stopniami dy,ds,ds wtedy i tylko wtedy
gdy nww(dy, dy) = nww(dy, d3) = nww(ds, ds).

[1] R. Auffarth, P. Boroéwka, Non-simple polarised abelian surfaces and genus 3 curves with
completely decomposable Jacobians, arXiv:2111.11799, 2021.
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Teoria Ramseya bada sytuacje, w ktorych dla dowolnego podziatu pewnej struktury
na kilka kawalkow co najmniej jeden z kawatkow posiada podobne wlasnosci, co cala
wyj$ciowa struktura. Pojecie struktury jest tu rozumiane bardzo szeroko i moze byé
bardzo stabe; dla przyktadu, rownanie algebraiczne okreslone na pewnej przestrzeni para-
metréw nazywamy podziatowo regularnym, jesli dla dowolnego podzialu tej przestrzeni
na kilka kawatkow w co najmniej jednym z kawalkow podziatu istnieje rozwiazanie tego
rownania. Jeden z pierwszych wynikow teorii Ramseya (twierdzenie Schura) glosi, ze
rOwnanie x + y = z rozwazane w liczbach naturalnych jest podziatowo regularne.

Celem referatu bedzie omoéwienie pewnych metod algebraicznych majacych zastosowa-
nie w teorii Ramseya. Omoéwie pobieznie klasyczne metody wykorzystujace strukture
algebraiczna uzwarcenia Cecha-Stone’a (np. potgrupy liczb naturalnych) i pozwalajace
na wykazywanie twierdzeri kombinatorycznych (np. takich jak podzialowa regularnosé
pewnych rownan) przy pomocy metod teorii ukladow dynamicznych (a takze na odwrot!);
kluczowa role odgrywa tutaj struktura (prawych i lewych) idealéow w uzwarceniu Cecha—
Stone’a. Omowie réwniez, w jaki sposoéb mozna zastosowaé te metody do pytania o opis
zbior6éw liczb naturalnych opisywalnych przy pomocy réwnan algebraicznych z dodatko-
wym wykorzystaniem operacji brania czesci catkowitej. Wykorzystywane tutaj struk-
tury algebraiczne sa bardzo nieprzemienne; w drugiej, komplementarnej, czesci referatu
powiem o tym, w jaki sposoéb metody algebry przemiennej (idealy pierwsze stowarzyszone,
pierécienie lokalne regularne) mozna wykorzystaé¢ do wykazania, ze pewne uktady rownan
liniowych (w dowolnych pierscieniach) nie sa podziatowo regularne.

Referat oparty jest na wspolnych pracach z Jakubem Koniecznym oraz Elzbietg Kraw-
czyk.

[1] J. Byszewski, J. Konieczny, Sparse generalised polynomials, Trans. Amer. Math. Soc. 370
(2018), no. 11, 8081-8109.

[2] J. Byszewski, J. Konieczny, Pisot numbers, Salem numbers, and generalised polynomials,
arXiv:2302.06242.

[3] J. Byszewki, E. Krawczyk, Rado’s theorem for rings and modules, J. Combin. Theory Ser. A
180 (2021), 55-56, Paper No. 105402, 28 pp.
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Podzial zbioru {1,...,n} kolejnych liczb naturalnych nazywamy dobrym, jesli w kaz-
dym uporzadkowanych zbiorze podzialu kazde dwie sasiadujace liczby sumuja sie do
pewnej potegi liczby catkowitej. Podzial taki realizujg na przyktad

{(1,7),(2,6),(3,5), (4)}

oraz

{(1,8),(2,7.9), (3,6, 10), (4,5,11)}.

W trakcie prezentacji pokaze oryginalny problem oraz jego uogdlnienie — pokaze istnie-
nie dobrego podziatu dla dowolnej potegi. Przedyskutuje réwniez kwestie optymalnosci
podziatu oraz liczby dobrych podziatow. W ostatniej czesci przedstawie dalsze uogoélnienie
problemu oraz wyniki czesciowe, uzyskane dla tak postawionego zagadnienia.
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Niech k bedzie cialem charakterystyki zero oraz niech f, g € k[z1,...,x,] beda wielo-
mianami n zmiennych nad ciatem k. Wiadomym jest, iz dla dowolnych f, g mamy (patrz

np. [3, 4])
deg[f,g] < deg f + degy,

gdzie [f, g] jest nawiasem Poissona pary wielomianow f, g, ktory zdefiniowany jest jako

suma af o of o
— 99 999\, .
[f,9] = Z (8%‘ dr; O, axi) [xHIJ]J

1<i<j<n

a zbior symboli { [z;,z;] : 1 < i < j < n} (mozna powiedzie¢, ze z definicji) stanowi
baze k[zi,...,z,]-modutu wolnego { >, l(fi,al : M, fi,q € klx1,...,z,]}. Ponadto,
gdy powyzsza nieréownosé jest ostra, wtedy istnieja (patrz [3, 4]) o, 8 € k, r,s € N oraz
wielomian h € k[xq,...,x,] takie, ze

f=al’, g=ph,

gdzie f, g oznacza forme wiodaca odpowiednio wielomianu f, g.

W trakcie pierwszej czesci referatu zaprezentowane zostang zaleznosci pomiedzy skta-
dowymi jednorodnymi tych wielomianéw przy zatozeniu, ze stopien nawiasu Poissona
pary f,g jest odpowiednio niski [1]. W szczegolnosci, przy zalozeniu deg f < degy,
beda przedstawione jawne formutly na skladowe jednorodne wielomianu g przy pomocy
sktadowych jednorodnych wielomianu f. Formuly te uogdlniaja wyniki pracy [2].

Ponadto w drugiej czesci referatu zostanie przedstawiona relacja pomiedzy sktadowymi
jednorodnymi odpowiednio stopni deg f — 1 oraz deg f — 2 wielomianu f, a takze kilka
wynikow dotyczacych podzielnosci (przez h) sktadowej jednorodnej stopnia deg f — 1.

[1] D. Holik, M. Karas, Dependence between homogeneous components of polynomials with small
degree of Poisson bracket, Ann. Pol. Math. 128 (2022) no. 2, 121-142.

[2] F.L. Pritchard, Polynomial mappings with Jacobian determinant of bounded degree, Arch.
Math. (Basel) 48 (1987), 495-504.

[3] I.P. Shestakov, U.U. Umirbaev, The Nagata automorphism is wild, Proc. Nat. Acad. Sci.
USA 100 (2003), 12561-12563.

[4] I.P. Shestakov, U.U. Umirbaev, Poisson brackets and two-generated subalgebras of rings of
polynomials, J. Amer. Math. Soc. 17 (2004), 181-196.
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W latach dwudziestych XX wieku H. Priifer |3, strona 170] oraz R. Baer [1, strona 202]
zdefiniowali sterte jako system algebraiczny (H, [—, —, —]) ztozony z niepustego zbioru H
oraz operacji ternarnej [—, —,—|: H x H x H — H, (z,y,z) — [z,y, 2| speliajacej
tacznosé [[x,y, z],t,u] = [z,y,[2,t,u]] oraz tozsamos¢ Mal'ceva [z, z,y] = [y, x,z] = y
dla wszystkich x,y, z,t,u € H. Sterte (H,[—, —, —]) nazywamy abelowq, gdy [x,y, z] =
[z,y, x| zachodzi dla wszystkich z,y,z € H. Startujac od sterty (H,[—,—,—]), przej-
dziemy do grupy (H,o.,e) poprzez ustalenie w operacji ternarnej [—, —, —] $rodkowego
elementu, to jest dla dowolnego ustalonego e € H, ktadac x o,y := [z, e, y| dla wszystkich
z,y € H, zadamy na H strukture grupy. Na odwrot, kazda grupe (G, o, 1) przeksztatcimy
w sterte (G, [—, —, —]o), definiujac operacj¢ ternarna [z,y, 2], := z oy~ o 2 dla wszyst-
kich z,y,2z € G. Sterte mozemy wiec rozumieé¢ jako grupe bez wyrdznionego elementu
neutralnego. Wyboér elementu w stercie redukuje operacje ternarng do binarnej, zadajac
na wyjsciowym zbiorze strukture grupy, w ktorej wskazany element pelni role elementu
neutralnego. Wzbogacenie sterty o operacje binarng taczng i dystrybutywna wzgledem
operacji ternarnej jest naturalnym procesem nasladujacym proces przeksztatcenia grupy
w pierscien. W 2019 roku, T. Brzeziniski [2] zdefiniowal wigzar jako system algebraiczny
(T,|—,—,—,],) zlozony z niepustego zbioru T', operacji ternarnej [—, —, —| przeksztal-
cajacej T' w sterte abelowa oraz operacji binarnej - definiujacej na 71" strukture potgrupy
i spetniajacej dystrybutywnos¢ x - [y, z,t]| = [ -y, x- 2,z - t] oraz [v,y, 2] -t = [x-t,y-t, 2]
dla wszystkich x,y, z € T. Ostatnim celem wystapienia bedzie zdefiniowanie stert Hopfa.

[1] R. Baer, Zur Einfiihrung des Scharbegriffs, Journal fiir die Reine und Angewandte Mathe-
matik 160 (1929), 199-207.

[2] T. Brzeziniski, Trusses: Between braces and rings, Transactions of the American Mathemat-
ical Society 372 (2019), 4149-4176.

[3] H. Priifer, Theorie der Abelschen Gruppen. I. Grundeigenschaften, Mathematische Zeitschrift
20 (1924), 165-187.

[4] T. Brzezinski, M. Hryniewicka, Translation Hopf algebras and Hopf heaps,
https://doi.org/10.48550 /arXiv.2303.13154.
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Niech R bedzie pierécieniem tacznym z 1 # 0. Z pierécieniem R mozemy zwiagzaé rozne
kraty, np. krate ideatow lewostronnych I;(R), krate idealow prawostronnych I,.(R), krate
ideatow dwustronnych I(R) (zob.[1], [2]). W kracie [;(R) kresy gorne i dolne okreslone
sa odpowiednio poprzez sume algebraiczng idealéw lewostronnych oraz ich czes¢ wspolng.
Analogicznie okresla sie kresy gorne i dolne w kracie I,.(R). Kraty I;(R) i I.(R) sa modu-
larne, zupelne i ograniczone, z elementem najmniejszym 0 i najwiekszym R. Krata I(R)
jest podkrata w obu kratach I;(R) i I.(R).

W zbiorze I;(R) wyr6znia sie pewne elementy znane jako lewostronne anihilatory.
Przez lewostronny anihilator niepustego podzbioru S w R rozumiemy zbi6r

[(S) ={r € RlrS =0}.

Prawostronny anihilator zbioru S definiujemy analogicznie. Zbior A;(R) wszystkich lewo-
stronnych anihilatorow w R z relacja inkluzji tworzy krate zupelng i ograniczong, ale
nie jest to na ogot podkrata w kracie I;(R). Podobna sytuacja dotyczy prawostronnych
idealow i prawostronnych anihilatorow. Wiadomo np. z [3], ze kraty A;(R) oraz A,.(R)
nie muszg by¢ modularne.

Celem referatu jest charakteryzacja pierscieni, dla ktorych krata lewostronnych (ana-
logicznie prawostronnych) anihilatorow jest krata Boole’a ([4]).

[1] R. L. Blair, Ideal lattices and the structure of rings, Trans. Amer. Math. Soc. 75 (1953),
136-153.

[2] H. Draskovicova, T. S. Fofanova, V. I. Igoshin, T. Katriniak, M. Kolibiar, N. Y. Komarnitskii,
A. V. Mikhalev, B. N. Salii, L. A. Skornyakov Ordered Sets and Lattices II. Amer. Math. Soc
Transl. Ser. 2, Vol 152, Amer. Mat. Soc, Providence, 1992.

[3] M. Jastrzebska, J. Krempa, On lattices of annihilators, Contemp. Math. 634 (2015), 189-196.

[4] M. Jastrzebska, Rings with Boolean lattice of one-sided annihilators, Symmetry, 13(10)1909,
(2021).
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Wyktad ma na celu pokazanie na wybranych przyktadach, w jaki sposéb metody ana-
lizy matematycznej moga by¢ uzyte do opisu pewnych subtelnych wlasnosci struktur alge-
braicznych. Podstawowsg ideg jest wykorzystanie do tego celu specjalnych funkcji zmiennej
zespolonej, tak zwanych funkcji dzeta oraz funkcji typu L. Sa one najczesciej zdefiniowane
jako szeregi Dirichleta, ktorych wspotczynniki maja interpretacje algebraiczna lub geome-
tryczna. Metodologia polega na opisie wlasnosci analitycznych tych obiektéw, a nastepnie
odczytanie z nich informacji o zwiazanych z nimi strukturach. Pozwala to na odkrycie
relacji miedzy pozornie odleglymi od siebie tematami badan i, co za tym idzie, gtebsze
ich zrozumienie.

Omowione zostang — z konieczno$ci bardzo pobieznie — nastepujace tematy:

1. problem rozmieszczenia liczb i idealdéw pierwszych,

2. zagadnienia z zakresu ilo$ciowej teorii faktoryzacji w ciatach algebraicznych i pot-
grupach arytmetycznych,

3. problem rezonansu na przyktadzie krzywych eliptycznych.

[1] H. Davenport, Multiplicative number theory, second edition. Revised by Hugh L. Montgomery.
Graduate Texts in Mathematics, 74. Springer-Verlag, New York-Berlin, 1980. xiii+177 pp.

[2] J. Kaczorowski, A. Perelli, Twists and resonance of L-functions, II, Int. Math. Res. Not.
IMRN 2016, no. 24, 7637-7670.

[3] W. Narkiewicz, Elementary and analytic theory of algebraic numbers, third edition. Springer
Monographs in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2004. xii4+708 pp.
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Niech R bedzie pierécieniem przemiennym z jedynka, a n liczba naturalng n > 1.
Definiujemy n-ta liczbe Waringa w,(R) jako najmniejsza taka liczbe naturalng g, ze
dowolna suma n-tych poteg da sie przedstawié¢ jako suma co najwyzej g n-tych poteg.

Niech (R,m) bedzie lokalnym pierscieniem henselowskim, a k cialem rezydualnym.
Wykazemy gorne i dolne ograniczenie na w, (R) w terminach w, (k) oraz s, (k), gdzie s, (k)
to tzw. n-ty poziom ciata k. W wielu przypadkach udaje nam sie dokladnie wyznaczy¢
warto$¢ wy,(R). W szczegolnoSci, zaprezentowane zostana wartosci wy(Z,) oraz w,(Q,)
dla n = 3,4,5 oraz dowolnego pierwszego p.

[1] T. Kowalczyk, P. Miska, On Waring numbers of henselian rings, arXiv:2206.09904 [math.AC].
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Rozwazamy (my czyli referent oraz Badriah Al Juaid, Marcel Jackson i James Kous-
sas z La Trobe University) n-kolorowania krawedzi grafow pelnych. W takim kolorowaniu
kazdy trojkat jest pokolorowany jednym, dwoma lub trzema kolorami — jest monochro-
matyczny, dichromatyczny lub tréjchromatyczny. Analizujemy kolorowania zadane przez
zabranianie pewnych tréjkatow, a wymaganie innych. Na przyktad zabraniajac trojkatow
monochromatycznych, ograniczamy sie do kolorowan graféow K, dla n mniejszego niz
liczba Ramseya R(3,3,...,3), czyli grafy nie mogg by¢ za duze. Ale co sie stanie,
jezeli oprocz zabraniania trojkatéw monochromatycznych natozymy dualne wymaganie,
ze wszystkie nie-monochromatyczne trojkaty muszg byé¢ zrealizowane? Wtedy grafy nie
moga by¢ tez za male, czy wiec mozna znalez¢ takie kolorowanie?

To sa naturalne pytania kombinatoryczne, ale maja tez motywacje algebraiczna, biorg-
cg sie z algebraicznych podstaw rachunkow jakosciowych, ktore z kolei znajduja zastosowa-
nia miedzy innymi w planowaniu [1], nawigacji [6, 9] i geolokalizacji [10]. Mianowicie jezyk
zwigzany z typowym rachunkiem jako$ciowym wyznacza pewien rodzaj uogolnionej alge-
bry relacji, w sensie Madduxa [8] (uogdlnienie na tym polega, ze ,sktadanie” relacji nie
musi by¢ laczne), a zatem pozwala stosowaé¢ metody algebraiczne uzywane w problemach
speliania wiezow (constraint satisfaction). Algebraiczne ujecie rozumowan jakosciowych
cieszy sie spora popularnoscia w informatyce teoretycznej, jak wida¢ na przyktad z pro-
gramowych artykulow [2, 3, 5|. Wazne jest w tym kontekscie, ze problem ustalenia, czy
pewna uog6lniona algebra relacji jest reprezentowana przez dana sie¢ wiezow (constraint
network), okazuje sie NP-zupelny (zob. [3]), mimo ze ten sam problem dla standardowych
algebr relacji jest nierozstrzygalny (zob. [4]).

My jednak skupimy sie na calkowicie kombinatorycznej stronie rzeczy i rozwazymy
rodzine naturalnych kolorowan wykluczajacych pewne trojkaty i zarazem wymagajacych
pewnych innych tréjkatéw. Algebry odpowiadajace takim kolorowaniom nazwiemy alge-
brami chromatycznymai; ich reprezentowalno$¢ sprowadza sie do istnienia odpowiednich
kolorowan. Okazuje sie, ze te zagadnienia maja nietrywialne rozwiazania, a przy okazji
uogolniaja znane z klasycznej teorii (zob. [7]) zwiazki miedzy algebrami relacji a geome-
triami projektywnymi.

[1] J.F. Allen, Maintaining knowledge about temporal intervals, Comm. ACM 26(11) (1983),
832-843.

[2] F.Dylla, J.H. Lee, T. Mossakowski, T. Schneider, A. Van Delden, J. Van De Ven, D. Wolter, A
Survey of Qualitative Spatial and Temporal Calculi: Algebraic and Computational Properties,
ACM Computing Surveys 50 (2017) Article No.: 7, pp 1-39.

[3] R.Hirsch, M. Jackson, T. Kowalski, Algebraic foundations for qualitative calculi and networks,
Theoret. Comput. Sci. 768 (2019), 1-27.

[4] R. Hirsch and I. Hodkinson, Representability is not decidable for finite relation algebras,
Trans. Amer. Math. Soc. 353 (2001), 1403-1425.
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[5] A. Inants, J. Euzenat, So, what ezxactly is a qualitative calculus?, Artificial Intelligence 289
(2020), 103385, 14 pp.

[6] J.H. Lee, J. Renz, and D. Wolter, StarVars — Effective reasoning about relative directions.
International Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI), (2013) pp. 976-982.

[7] R.C. Lyndon, Relation algebras and projective geometries, Michigan Math. J. 8 (1961), 21-28.

[8] R. Maddux, Some varieties containing relation algebras, Trans. Amer. Math. Soc. 272 (1982),
501-526.

[9] D.H. Perico, P.E. Santos, R.A.C. Bianchi, Guided navigation from multiple viewpoints using
qualitative spatial reasoning, Spat. Cogn. Comput. 21 (2021), 143-172.

[10] D.A. Randell, Z. Cui, A.G. Cohn, A spatial logic based on regions and connection. In 3rd Int.
Conf. on Knowledge Representation and Reasoning. Morgan Kaufmann. (1992) pp. 165-176.
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METODY ALGEBRAICZNE ZASTOSOWANE W RZEKOMYM
DOWODZIE HIPOTEZY JAKOBIANOWE]

TADEUSZ KRASINSKI

Wydziat Matematyki 1 Informatyki, Uniwersytet Lodzki, 90-238 f.6dé, ul. Banacha 22
tadeusz.krasinski@wmii.uni.lodz.pl

W 2022 roku ukazal sie artykut w Archiv der Mathematik o pozytywnym rozstrzyg-
nieciu Hipotezy Jakobianowej. Jednak w artykule sa bledy. W referacie omoéwie nowe
metody algebraiczne zastosowane w pracy oraz wskaze wystepujgce w niej btedy.

[1] W. Bartenwerfer, The Cremona problem in dimension 2, Arch. Math. 119 (2022), 53-62.
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O REPREZENTACJACH SKONCZONYCH GEOMETRII WYPUKLYCH

ADAM MATA

Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych, Politechnika Warszawska
adam.mata.dokt@pw.edu.pl

Krata skonczona L jest geometria wypukla (dokladniej: krata zbioréw domknietych
geometrii wypuklej), gdy jest:

e sumowo poél-rozdzielna (ang. join semi-distributive):

VYa,b,ce L: avVb=aVe¢ = aVb=aV (bAc), oraz

e poél-modularna z dotu (ang. lower semi-modular):
Va,beL: a<aVb = aAb=<,

gdzie < oznacza relacje nakrywania (poprzednik-nastepnik).
Wisrod rownowaznych reprezentacji geometrii wypuktych wystepuja:
e operatory domkniecia z wlasnoScig antywymiany,
e rodziny zbioré6w dolnych tancuchéw skonczonych,
e zbiory elementow iloczynowo-nierozktadalnych,
e bazy implikacyjne.

Interesuja nas translacje pomiedzy poszczeg6lnymi reprezentacjami geometrii wypu-
ktych oraz ztozonosé¢ obliczeniowa algorytmoéw wykonujacych te translacje.

W trakcie referatu zaprezentuje pierwsze wyniki uzyskane w tym kierunku wspélnie
z Anng Zamojska-Dzienio z Wydzialu Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki
Warszawskiej oraz Kirg Adaricheva i Sylvig Silberger z Hofstra University w USA.
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WLASNOSC SR W MONOIDACH I PIERSCIENIACH

LukAsSZ MATYSIAK

Uniwersytet Kazimierza Wielkiego
lukmat@ukw.edu.pl

Niech H bedzie monoidem. Przypomnijmy, ze element s € H nazywamy bezkwadra-
towym, jesli nie dzieli sie przez kwadrat elementu nieodwracalnego. Roéwniez przypom-
nijmy, ze element r € H nazywamy radykalnym, jesli dla kazdego z € H, n € N
z warunku r | 2™ wynika r | x. Wiadomo tez, ze element radykalny jest bezkwadra-
towy. W pracy [1] pokazano, ze w monoidach preschreierowskich / z NWD / faktorial-
nych (w pierscieniach z jednoznacznoscia rozktadu) elementy bezkwadratowe sa radykalne.
Ponadto, w wielu pracach bada sie warunek AP, czyli monoidy / pierscienie, w ktorych
elementy nierozkladalne sa pierwsze. Pojawiajace sie przyklady, w ktorych elementy
bezkwadratowe sa radykalne oraz pewne wyniki dotyczace warunku AP zmotywowaly do
zdefiniowania warunku SR, czyli warunku méwigcego o tym, ze elementy bezkwadratowe
sg radykalnymi. W referacie oméwimy kilka przyktadéw oraz pewne wlasnosci warunku
SR. Wiecej o wlasnosciach elementow bezkwadratowych i radykalnych, a takze o wlasnosci
SR mozna znalez¢ w pracach [1], [2], [3]

[1] P. Jedrzejewicz, M. Marciniak, L. Matysiak, J. Zielinski, On properties of square-free elements
in commutative cancellative monoids, Semigroup Forum 100 (2020), 850-870.

[2] L. Matysiak, An SR-property in integral domains and monoids, (2022), https://lukmat.
ukw.edu.pl/files/18An-SR-property-in-integral-domains-and-monoids.pdf.

[3] L. Matysiak, On square-free and radical factorizations and relationships with the Jacobian
conjecture, accepted in The Asian Journal of Mathematics (2022).
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O PIERSCIENIACH EANCUCHOWYCH I STRUKTURACH
POKREWNYCH

RyszARD MAZUREK

Politechnika Biatostocka
r.mazurek@pb.edu.pl

Pierscienn nazywamy prawostronnie (lewostronnie) tancuchowym, jezeli jego idealy pra-
wostronne (lewostronne) tworza laricuch, tzn. sa liniowo uporzadkowane przez relacje
zawierania. Pierscien, ktory jest jednocze$nie prawostronnie i lewostronnie taiicuchowy,
nazywamy pierscieniem tancuchowym. Pierscienie tancuchowe sg naturalnym uogolnie-
niem pier$cieni waluacyjnych. W trakcie referatu przedstawiony bedzie przeglad rezul-
tatow dotyczacych pierscieni (jednostronnie) tancuchowych [1] i struktur pokrewnych
(np. pierscieni, ktorych prawostronne idealy anihilatorowe tworza tancuch [4], pierscieni
z rozdzielng krata idealow prawostronnych [6] oraz potgrup, ktorych idealy prawostronne
sa liniowo uporzadkowane [3]). Przedstawione bedg takze zwiazki pierscieni tancuchowych
z teoria radykatow |2, 5].

[1] C. Bessenrodt, H.H. Brungs, G. Térner, Right chain rings, part 1, Schriftenreihe des Fach-
bereichs Mathematik der Universitat Duisburg, 1990, vol. 181.

[2] N.I. Dubrovin, Chain domains (Russian), Vestnik Moskov. Univ. Ser. I Mat. Mekh. 1980, no.
2, 51-54.

[3] M. Ferrero, R. Mazurek, A. Sant’Ana, On right chain semigroups, J. Algebra 292 (2005), no.
9, 574-584.

[4] G. Marks, R. Mazurek, Rings with linearly ordered right annihilators, Israel J. Math. 216
(2016), no. 1, 415-440.

[5] R. Mazurek, E. Roszkowska, Examples of chain domains, Proc. Amer. Math. Soc. 126 (1998),
no. 3, 661-667.

[6] A.A. Tuganbaev, Distributive modules and related topics, Algebra, Logic and Applications,
12, Gordon and Breach Science Publishers, Amsterdam, 1999.
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PEWIEN PROBLEM COFANIA OSOBLIWOSCI

KRrRzyszTOF JAN NOWAK

Uniwersytet Jagiellonski
nowak@im.uj.edu.pl

Udowodnie og6lna wersje nastepujacego twierdzenia o cofaniu osobliwosci:

Rozwazmy kietek ¢ : (C*,0) — (C™,0) w zerze skoticzonego odwzorowania holomor-
ficznego, kietek zbioru analitycznego W C C™ w przestrzeni docelowej i jego przeciwobraz
V =¢ Y (W). Wtedy jesli V is gtadki, takim takze jest kietek W.

W przypadku, gdy kietek W nie jest zawarty w dywizorze wyjatkowym Z odwzorowa-

nia ¢, W ¢ Z, twierdzenie to zostalo udowodnione w |2, 4, 1]. Przypadek, gdy W jest
kietkiem hiperpowierzchni, zostal ustanowiony w [3].

[1] M.P. Denkowski, Multiplicity and the pull-back problem, Manuscripta Math. 149 (2016),
83-91.

[2] P. Ebenfelt, L.P. Rothschild, Images of real submanifolds under finite holomorphic mappings,
Comm. Anal. Geom. 15 (2007), 491-507.

[3] L. Giraldo, R.K. Roeder, Pulling back singularities of codimension one objects, Proc. AMS
148 (2020), 1207-1217.

[4] J. Lebl, Pullback of varieties by finite maps, arXiv:0812.2498 [math.CV] (2008).



Oblicza Algebry V Krakéw, 1 — 4 czerwca 2023r.

PIERSCIENIE Z AMALGAMACJA

MARTA NOWAKOWSKA

Uniwersytet Slgski
marta.nowakowska@us.edu.pl

Niech A, B beda piericieniami przemiennymi z jedynka, J ideatem pierscienia B oraz
f A — B homomorfizmem pierscieni A oraz B. W [1]| zostalo wprowadzone pojecie
pierécienia z amalgamacja, czyli zbioru postaci A </ J := {(a, f(a) +j) |a € A,j € J}
z dzialaniami dodawania i mnozenia po wspotrzednych. Ta konstrukcja uogolnia wiele
istniejacych konstrukcji np. duplikacje pierécienia wzdtuz ideatu, idealizacje Nagaty czy
konstrukcje A+ X B[X] oraz A+ X B[[X]] i jest rowniez zwiazana z konstrukcja D.D. An-
dersona.

Na referacie zostana przedstawione nowe wyniki tzn. wybrane wtasnoséci i charak-
teryzacje pierScieni z amalgamacja w sytuacji ogélniejszej, gdy pierscienie A oraz B sa
jedynie taczne (bez jedynki), rozszerzajac tym samym istniejace wyniki dla pierscieni
przemiennych.

[1] M. D’Anna, C. A. Finocchiaro and M. Fontana, Amalgamated algebras along an ideal, Comm.
Algebra Appl., Walter De Gruyter (2009), 155-172.
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PRZETASOWANE KWADRATY

BARTLOMIEJ PAWLIK

Wydziat Matematyki Stosowanesj, Politechnika Slgska
bpawlik@polsl.pl

Stowo W nazywamy przetasowanym kwadratem, jezeli mozna je rozdzieli¢c na dwa
roztaczne identyczne podstowa. Przykladowo, 101000 jest przetasowanym kwadratem
(rozkltada sie na podstowa postaci 100), natomiast 100010 nie ma tej wasnosci. Nietrudno
rzauwazy¢, ze jezeli stowo binarne jest przetasowanym kwadratem, to musi ono zawieraé
parzysta liczbe wystapien litery 0 i parzysta liczbe wystapienri litery 1. Przedstawiony
wczesniej przyktad pokazuje, ze parzysta liczba liter 0 i 1 nie jest warunkiem wystarcza-
jacym, aby dane stowo bylo przetasowanym kwadratem. Istotnie, okreslenie, czy dane
stowo jest przetasowanym kwadratem, nawet nad binarnym alfabetem, jest problemem
NP-zupelym [1].

Przetasowane kwadraty sa pojeciem wprowadzonym dekade temu przez Henshalla,
Rampersada i Shallita [4]. Wciaz niewiele o nich wiadomo; przyktadowo nie jest znany
wzOr jawny na liczbe przetasowanych kwadratow danej dhugosci, cho¢ dysponujemy pewna,
asymptotyka [3] — w szczegolnosci, nie wiadomo, ile jest binarnych przetasowanych
kwadratow dtugosci 2n juz dla n = 20 [5]. W referacie zostanie przedstawiony dotych-
czasowy stan wiedzy na temat przetasowanych kwadratow |3, 4], a nastepnie poruszymy
temat drobnych uzupelnieni i nieSmiatych uogdlnien [2]. Skupimy sie przede wszystkim
na przypadku binarnym.

[1] L. Bulteau, S. Vialette, Recognizing binary shuffle squares is NP-hard, Theor. Comput. Sci.
806 (2020), 116-132.

[2] J. Grytczuk, B. Pawlik, M. Pleszczyniski, Variations on shuffle squares, w przygotowaniu.

[3] X. He, E. Huang, I. Nam, and R. Thaper, Shuffle Squares and Reverse Shuffle Squares, arXiv
preprint arXiw:2109.12455, (2021).

[4] D. Henshall, N. Rampersad, J. Shallit, Shuffling and Unshuffling, Bulletin of EATCS 107
(2012), 131-142.

[5] https://oeis.org/A191755 (widziano 12 kwietnia 2023 r.)
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WIAZARY [ ICH ZWIAZKI Z E-GRUPAMI

K. PRYszczEPKO & R.R. ANDRUSZKIEWICZ

Wydziat Matematyki, Uniwersytet w Biatymstoku,
Chotkowskiego 1M, 15-245 Biatystok
karolp@math.uwb.edu.pl

Sterta abelowa jest to zbior H z ternarna operacja [—, —, —| taka, ze dla dowolnych
h17 h27 h37 h47 h5 € H:

[h17h27 {h37h’47h5]] - [[h17h27h3]7h47h5]7 (]‘)

[hla hl) hQ] - h2 & [hh h27 hQ} - hl; (2)

[hla h27 h3] = [h37 h?) hl} (3)

Dla dowolnego ustalonego elementu e € H okreSlamy dzialanie dwuargumentowe +.
w zbiorze H, przyjmujac, ze
a+.b=a,e,bl.

Wowczas (H, 4+, e) jest grupa abelowa zwang retraktem stery H i —.h = [e, h,e] dla
h € H. Ponadto dla dowolnych e, f € H grupy (H,+.,e) i (H,+y, f) sa izomorficzne. Na
odwrot, jezeli (A, +) jest grupa abelowa i [a, b, ¢] = a — b+ ¢ dla dowolnych a, b, c € A, to

(A, [—, —, —]) jest sterta abelowa.
Wigzarem nazywamy zbior T' 7 ternarng operacja [—, —, —| i z dwuargumentowym
lacznym dziataniem - zwanym mnozeniem, przy czym (T,[—, —, —]) jest sterta abelowa

oraz dla dowolnych a,b,c,d € T
a-[bye,d =la-ba-ca-d & Jla,bcl-d=a-db-d,c-d. (4)

Przemienny pierscien P z jedynka nazywamy E-pierscieniem, jezeli P jest izomor-
ficzny z pierScieniem endomorfizméw grupy addytywnej PT pierscienia P. Natomiast
E-grupa nazywamy kazda grupe izomorficzna z grupa addytywna pewnego E-pierécienia.
Wiadomo, ze przemienny pierscien z jedynka (P, +, -, 0, 1) jest E-pier§cieniem wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkimi endomorfizmami grupy PT sa lewostronne mnozenia [, przez
dowolny element a € P.

Celem wystapienia jest przedstawienie podstawowych wlasnosci wiazaréw i ich zwigz-
kow z E-grupami i E-pierScieniami.

[1] R.R. Andruszkiewicz, T. Brzezinski, B. Rybotowicz, Ideal ring extensions and trusses, J. Al-
gebra 600 (2022), 237-278.

[2] R.R. Andruszkiewicz, K. Pryszczepko, On retracts determinating commutative trusses, Int.
J. Algebra Comput. (to appear), https://doi.org/10.1142/S0218196723500248

[3] T. Brzezinski, Trusses: Between braces and rings, Trans. Amer. Math. Soc. 372 (2019),
4149-4176.
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KLASA CIAL LAGODNYCH Z WALUACJA 1 JEJ UOGOLNIENIA

ANNA RZEPKA

Uniwersytet Slaski w Katowicach
anna.rzepka@us.edu.pl

Ciata tagodne odgrywaja istotna role w probach rozwiazania probleméw otwartych
w teorii waluacji, geometrii algebraicznej i teorii modeli cial z waluacja. Silne wlasnosci
cial tagodnych pozwolily na rozstrzygniecie wielu problemoéw dla tej klasy cial. Naturalne
jest zatem pytanie, czy istnieja wicksze klasy cial, ktére nadal posiadaja silne whasnosci
z punktu widzenia teorii waluacji. Celem referatu jest przedstawienie nowych uogélnien
klasy cial tagodnych oraz wtasnosci takich cial. Szczegblna uwaga zostanie zwrocona na
problem istnienia we wspomnianych klasach ciat rozszerzen z defektem, ktore stanowia
jedna z gtownych przeszkod w rozwigzaniu waznych probleméw otwartych w teorii waluacji
cial o dodatniej charakterystyce.

Przedstawione wyniki powstaly we wspotpracy z prof. F.-V. Kuhlmannem oraz mgr.
P. Szewczykiem.

[1] F.-V. Kuhlmann, A. Rzepka, The valuation theory of deeply ramifed fields and its connection
with defect extension, Trans. Amer. Math. Soc. 376 (2023), 2693-2738.

[2] A. Rzepka, P Szewczyk, Defect extensions and a characterization of tame fields,
arXiv:2209.03308.
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GEOMETRIA KRZYWYCH ELIPTYCZNYCH NORMALNYCH
STOPNIA 6

ANATOLI SHATSILA

Uniwersytet Jagielloniski
anatoli.shatsila@student.uj.edu.pl

7 Twierdzenia Riemanna-Rocha wynika, ze dla krzywej eliptycznej C' nad ciatem liczb
zespolonych istnieje zanurzenie ¢ w przestrzen rzutowa P"~! takie, ze p(C') ma stopien
n. Co wigcej, odpowiedni wybor bazy H(Ocg(nO)) indukuje dzialanie dyskretnej grupy
Heisenberga wymiaru n na wspotrzednych krzywej zanurzonej, co daje bogata geometrie.
W referacie bedziemy rozwaza¢ przypadek n = 6. Najpierw znajdziemy roéwnania ele-
mentow bazy przestrzeni kwadryk zawierajacych ¢(C'), a potem skupimy sie na obrazach
Cp, Cpg krzywej ¢(C') przez rzutowanie z generycznego punktu P oraz generycznej prostej
PQ w P°. W obu przypadkach znajdziemy minimalna liczbe generatorow idealow.
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CALKOWITA DODATNIOSC MACIERZY RIORDANA

ROKSANA SLOWIK

Katedra Matematyki, Politechnika Slgska
roksana.slowik@polsl.pl

W trakcie referatu zostana przedstawione wyniki zwiazane z catkowita dodatnioScig
macierzy Riordana. Rozpoczniemy od przypomnienia (réznych) warunkéow wystarczajg-
cych dla macierzy Riordana zapewniajacych ich catkowita dodatniosé |3, 4, 5|. Nastepnie
pokazemy, ze warunki te nie sa warunkami koniecznymi |1, 2].

[1] R. Stowik, Some (counter)ezamples on totally positive Riordan arrays, Linear Algebra Appl.
594 (2020), 117-123.

[2] R. Stowik, Corrigendum to: ‘Some (counter)examples on totally positive Riordan arrays’,
Linear Algebra Appl. 619 (2021), 338-339.

[3] X. Chen, H. Liang, Y. Wang, Total positivity of Riordan arrays, Eur. J. Comb. 46 (2015),
68-74.

[4] X. Chen, Y. Wang, Notes on the total positivity of Riordan arrays, Linear Algebra Appl. 569
(2019), 156-161.

[5] J. Mao, L. Mu, Y. Wang, Yet another criterion for the total positivity of Riordan arrays,
Linear Algebra Appl. 634 (2022), 106-111.
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WYZNACZNIKI HANKELA ZWIAZANE Z WAZONA SUMA CYFR
BINARNYCH

BARTOSZ SOBOLEWSKI

Uniwersytet Jagielloniski
bartosz.sobolewski@uj.edu.pl

Dla ciagu (an)nen 0 elementach z pewnego ciata definiujemy macierze Hankela

ap ar Q2 s Ap—1
al a2 ... “ .. an
H(n)= | ag ,
: A2p—3
lAn—1 An -°° QA2p—3 dA2p—2 ]

a ich wyznaczniki nazywamy wyznacznikami Hankela. W ostanich latach szeroko badane
byly wlasnosci wyznacznikoéw Hankela dla ciggéw automatycznych, to znaczy ciagoéw
(an)nen, dla ktorych mozna obliczy¢ a, przy pomocy automatu czytajacego cyfry za-
pisu n w zadanej bazie. Wyniki te umozliwilty miedzy innymi wyznaczenie wyktadnika
niewymiernosci dla liczb rzeczywistych o cyfrach zadanych przez wyrazy ciggu Thuego—
Morse’a oraz ciggu sktadania papieru (paperfolding sequence).

W trakcie referatu skupie sie na wyznacznikach Hankela dla powiazanej rodziny ciggow,
opisujacych wazong sume cyfr binarnych. Doktadniej, dla ustalonego ciagu wag w =
(w;)jen oraz liczby n € N o zapisie binarnym n = 2Fg;, + 28 1gp | + -+ + 2¢1 + &,
definiujemy wazong sume cyfr binarnych

Sw(n) = wreg + Wg_16k—1 + -+ - + W11 + WoEp-

Wykaze ogdlny wzor na wartosci wyznacznikow Hankela dla a,, = sw(n+1) —sw(n), ktory
uogolnia rezultat Fokkinka, Kraaikampa i Shallita [1] dla ciagu podwajania okresu (period-
doubling sequence). Dla wag w; = t/ oraz ciagu a, = sw(n) podam natomiast rezultaty
dotyczace znikania nieskonczenie wielu wyznacznikéw Hankela, a takze ich podzielnosci
w przypadku t € Z.

Referat na podstawie wspoélnej pracy z Maciejem Ulasem.

[1] R.Fokkink, C. Kraaikamp, J. Shallit, Hankel matrices for the period-doubling sequence, Indag.
Math. 28 (2017), no. 1, 108-119.
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LOKALNA ZANURZALNOSC GRUP METRYCZNYCH

IRENEUSZ SOBSTYL

Politechnika Slgska
irensob220@student.polsl.pl

Pojecie lokalnej zanurzalnos$ci grup zostato wprowadzone przez Gordona i Vershika
w celu zdefiniowania klasy grup lokalnie zanurzalnych w grupy skonczone (LEF-grupy).
Rozdzial 7 ksigzki [2] zawiera podstawowsg informacje dotyczaca tych grup. Najczesciej
we wspolczesnej teorii grup warunek LEF wystepuje jako uproszczona wersja soficznosci.
Celem mojego badania jest uogoélnienie warunku LEF na grupy metryczne. Jest to mo-
tywowane tym, ze wspolczesna teoria aproksymowalnosci grup (i np. pojecie soficznosci)
jest oparta na aparacie grup metrycznych.

Niech C bedzie klasg grup (pseudo)metrycznych z niezmienniczymi (pseudo)metrykami.
Powiemy, ze grupa (pseudo)metryczna (G, d) z niezmiennicza (pseudo)metryka jest me-
trycznie lokalnie zanurzalna w C jesli dla kazdych skorniczonych podzbiorow K C
G, Q C Q istnieje (C,d¢) € C i injekcja ¢ : K — C spehiajaca nastepujace warunki:

o (Vki, ko € K)(ki - ko € K — @(ky - ko) = (k1) - p(ks));

e dla kazdej (nie)rownosci postaci d(kq, ko) O g gdzie kq, ko € K, g € Q i symbol [J jest
wziety z {<, =, >}, zachodzi tez (nie)rownosé de((k1), ¢(k2)) Ogq w grupie (C, d¢).

Grupe metryczng (G, d) z niezmiennicza metryka nazywamy grupg LEF-metryczna,
jesli (G,d) jest lokalnie zanurzalna w klasie grup skonczonych z niezmienniczymi me-
trykami.

Okazuje sie, ze dla kazdej grupy rezydualnie skoriczonej G mozna dobraé¢ niezmienniczg
metryke d w taki sposob, zeby (G, d) byla LEF-metryczna. Pokazujemy réwniez, ze wiele
standardowych stwierdzen dotyczacych warunku LEF (wiekszo$¢ stwierdzen Rozdziatu 7
ksiazki |2]) ma odpowiedniki w przypadku LEF-metrycznosci.

Jednym z najciekawszych kierunkéw badania LEF-metrycznosci jest badanie grup
7 niezmienniczymi metrykami stownymi. Gdy G = (S) i S = S jest domknieciem
S ze wzgledu na sprzezenia, definiujemy (zgodnie z [1]) niezmiennicza norme stowna
|| - || : G — N w nastepujacy sposob:

llg|| == min{k € N:g=s5,...5,,5 €S}

Niezmiennicza metryka stowna dg jest definiowana wzorem: ds(g1,92) = ||g195 ' ||-
Warunek LEF dla grupy skonczenie generowanej GG nie implikuje LEF-metrycznosci
odpowiedniej grupy (G, dg). Jednym z wynikow mojej pracy jest stwierdzenie, ze pewna
grupa postaci H X, Z, (zdefiniowana w 2] jako (1), ktora nie jest rezydualnie skoiczona
wcigz jest LEF-metryczna wzgledem standardowej niezmienniczej metryki stownej.

[1] M. Brandenbursky, S.R. Gal, J. Kedra, M. Marcinkowski The cancellation norm and the
geometry of bi-invariant word metrics, Glasgow Mathematical Journal, 58(1), 153-176.

[2] T. Ceccherini-Silberstein, M. Coornaert, Cellular Automata and Groups, Springer, 2010
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PRZECIECIA PODGRUP MAKSYMALNYCH W GRUPACH
SKONCZONYCH

AGNIESZKA STOCKA
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ul. K. Ciotkowskiego 1M, 15-2/5 Biatystok
stocka@math.uwb.edu.pl

Niech G bedzie grupg skoriczong oraz I = {1,...,n}. Rodzine M = {M; : i € I}
maksymalnych podgrup grupy G bedziemy nazywaé¢ nieredukowalng, jesli dla kazdego

iel
(M < () My

jEI i#jel
Celem referatu jest przedstawienie wlasnosci nieredukowalnych rodzin grup skoriczonych
oraz wtasnosci nastepujacych niezmiennikow:

o Mazxdim(G) — wymiar maksymalny grupy G — mocy najwiekszej nieredukowalne;
rodziny podgrup maksymalnych G,

o Mindim(G) — wymiar minimalny grupy G — mocy najmniejszej nieredukowalne;
rodziny podgrup maksymalnych G,

e (G) — najmniejsza liczba podgrup maksymalnych grupy G, ktérych przeciecie jest
rowne przecieciu wszystkich podgrup maksymalnych G.

Pierwsze rezultaty dotyczace zbioréw nieredukowalnych pojawilty sie w pracy [2], a kon-
tynuowanie w licznych artykutach m. in. [1, 3.

[1] A. Lucchini, Mazimal Intersections in Finite Groups, Mediterr. J. Math. 19, 34 (2022).

[2] R. Fernando, On an inequality of dimension-like invariants for finite groups, preprint,
arXiv:1502.00360, 2015.

[3] A. Stocka, Irredundant families of mazimal subgroups of finite solvable groups, Int. J. Group
Theory 12 (2023), no. 3, 163-176.
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NIEMAL WOLNE UKLADY PROSTYCH I KRZYWYCH
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Glownym celem referatu bedzie omdéwienie zagadnieni zwigzanych z uktadami krzywych
eliptycznych i prostych na zespolonej ptaszczyznie rzutowej. Podamy kombinatoryczne
ograniczenia na osobliwosci takich uktadow przy zatozeniu, ze dopuszczamy proste punkty
podwoéjne, proste punkty potrojne oraz punkty typu As. W kolejnym kroku omoéwimy
czesciowa charakteryzacje uktadéw wolnych i niemal wolnych sktadajacych sie z krzywych
eliptycznych oraz prostych z ww. osobliwoSciami. Przedstawione wyniki badan wchodza
w sklad pracy magisterskiej referenta.
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Niech a,@ € Q. Polézmy G(a, Q) = {aQ™ : n € N}. Dla f € Q(z,y) definiujemy

Vi=A{f(z,y): z,y € Qi f(z,y) jest okreslone}.

Rozwaza¢ bedziemy problem istnienia takich a,Q € Q, ze G(H,Q) C V;. W pierwszej
czesci wystapienia, opiszemy kilka klas funkcji wymiernych, dla ktorych sformutowany
problem ma pozytywne rozwigzanie. W szczegolnosci, jesli f(x,y) = ﬁgz;, gdzie fi, fo €
Z[z,y] sa jednorodnymi formami stopni dy, dy odpowiednio, i |d;—ds| = 1, to wtedy istnieje
nieskonczenie wiele takich par (a,Q), ze G(a,Q) C Vy. W drugiej, eksperymentalne;
czesci referatu, skoncentrujemy sie na problemie dla funkcji wymiernej f(x,y) = (y? —
23)/z. W tym przypadku, rozwazania s $cisle zwiazane z istnienia punktéw wymiernych
na pewnych krzywych eliptycznych, zas przeprowadzone obliczenia numeryczne sugeruja
szereg pytan i hipotez.
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ALGEBRA HECKE I OSOBLIWOSCI KLATEK SCHUBERTA
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Opowiem o zwiazku algebry z geometrig przestrzeni jednorodnych. Przestrzenie jed-
norodne dzialania grup liniowych (przestrzenie rzutowe, grassmanniany, przestrzenie flag
i ich uogoélnienia) maja rozkltady na klatki izomorficzne z przestrzeniami afinicznymi.
Dombkniecia tych klatek, nazywane rozmaitosciami Schuberta, sa zbiorami osobliwymi.
Obliczanie kohomologicznych niezmiennikéw rozmaitosci Schuberta wiaze sie z analiza
kombinatoryki rzadzacej rozwiazaniem osobliwosci. Rachunek pozwalajacy policzy¢ klasy
fundamentalne rozmaitosci Schuberta w kohomologiach zostal przedstawiony przez Bern-
steina-Gelfanda-Gelfanda i Demazura. Jest on oparty na dzialaniu algebry nil-Hecke
i moze by¢ opisany za pomoca operacji réznic podzielonych na wielomianach. Ciekawsza
algebre otrzymujemy badajac K-teorie. Wtedy mamy do czynienia ze zdegenerowana
algebra Hecke dzialajaca na wielomianach Laurenta. Czysto algebraiczne rozwazania
doprowadzily G. Lusztiga do konstrukcji dziatania klasycznej algebry Hecke na K-teorii
przestrzeni flag. Caltkiem niedawno zostalo wykazane przez Aluffiego-Mihalcea-Schiirman-
na-Su, ze iteracje operacji Demazura-Lusztiga obliczaja tzw. motywiczne klasy Cherna.
Natepnym krokiem jest przeanalizowanie bardziej wyrafinowanych niezmiennikéw roz-
maitosci Schuberta — klas eliptycznych. Analiza kombinatoryki rozwigzania Botta-Samel-
sona prowadzi do definicji eliptycznej algebry Hecke (moja praca wspélna z R. Riméanyim).
Eliptyczna algebra Hecke jest interesujaca sama w sobie, relacje w tej algebrze odzwier-
ciedlaja tozsamodci wigzace funkcje theta Jacobiego.

[1] R. Riméanyi, A. Weber, Elliptic classes of Schubert varieties via Bott—-Samelson resolution,
Journal of Topology, 13(3) (2020), 1139-1182.
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Zbiory wypukte w przestrzeni rzeczywistej n-wymiarowej mozna przedstawiac algeb-
raicznie jako zbiory z operacjami binarnymi danymi przez Srednie wazone, z wagami
z (otwartego) odcinka jednostkowego rzeczywistego. Klasa tak zdefiniowanych algebr
generuje rozmaitos¢ (klase definiowana réwnosciowo) algebr barycentrycznych.

W geometrii, istotng role odgrywa badanie wspdtrzednych barycentrycznych punktow
wewnatrz wielocianéw wypuktych, w odniesieniu do wierzchotkow. Ma to znaczenie,
np. w grafice komputerowej, gdzie szuka sie konkretnych metod wyznaczania takich
wspotrzednych i poréwnuje ich wlasnosci. W moim referacie pokaze, jak mozna wykorzys-
ta¢ algebry barycentryczne w tym kontekscie i jak pozwala to uprosci¢ wiele rezultatow.

Sa to wyniki uzyskane razem z Jonathanem D.H. Smithem (Department of Mathemat-
ics, Jowa State University) i Anng Romanowsks (Wydzial MiNI, Politechnika Warszaw-
ska).



